Chapitre 4 : Synthése desfiltres non récursifsou RIF

La synthése consiste a déterminer la structure d'un filtre en fonction de la réponse fréquentielle que
I'on veut obtenir. La réponse fréguentielle d'un filtre numérique et périodique de "période
fréquentiele" f,, par conséquent la fonction de transfert utile sera déterminée pour l'intervalle
é f, fou
§ 220

Principe
Il sagit de définir le cahier des charges du filtre aréaliser. Il faudra préciser dans le cas général :
- les valeurs limites de la bande passante (ou atténuée),
- les valeurs permises des ondul ations en bande passante et en bande atténuée,
- lalargeur dela zone de transition permise,
- éventuelement I'ordre maximal permis,
- la fréquence d'échantillonnage.

Exemple de synthése dans | e cas d'un passe-bas de fréquence de coupure f,

On af, = 0.5(f, +f,) ; p signifie zone passante, a zone atténuée.

Laréponse fréquentielle est définie par: Zone de transition

H(if) :'\%'19' fl<f, Bande passante  Bande atténuée
t0s [f|>f,
En pratique plus les fréguences f, et f, sont proches, plus 4
I'ordre du filtre devra &re éeve. Pour un filtre idéal, les trois 1+ chl—
valeurs seraient confondues. 1- % ]
On spécifiele gabarit du filtre en donnant :
- I'ondulation permise en bande passante en decibels: A, (dB), da
A, (dB) = 20log(1+d,) d'od d, =10°"* -1 fpf fa 1/5 f

- I'ondulation permise en bande atténuée en décibels: A, (dB),
A, (dB) =-20logd, d'ol d, =10%%

- lesfréquencesf et f..

1. Détermination par identification a une structure connue
On pourra procéder par identification a une structure connue. Supposons que I'on veuille concevoir
un filtre passe-bas de fréguence de coupure f., on peut alors prendre la structure réalisée par lefiltre

RIF suivant : s —}e +}e
' n_2 n 2 n-1-
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Laréponse de ce type defiltre Sobtient de la maniére suivante :

S(2) = 1 E(2) o1 E(2)z* dou H(2) = 2 _1,1 zt,
2 2 E(z2 2 2
Laréponse fréquentielle seradonc :
H(jw) = 1 +Ee- Wl — l(eije/z te ije/z)e- WrL/2 cosra;@V—RQe jWT. /2
2 2 2 e 2 g
d'ou on tirerales réponses en amplitude et en phase:
) T ¢ . WT,
|H(jw)|=cos§wv e arg(H (jw)) =0-
e 2 2
1 REPONSE EN AMPLITUDE 0 . .
Féponse en phase
0,707
0.5} 50+
0
0 fc Fe/2 -100, ' | Fei?

0 BODE : AMPLITUDE
m ™3 \
]
& -20} ,\
5. |

100 101 102 fc |108
FREQUENCE : ECHELLELOG  Eg2
On obtient f=f/4. Par conséquent, s I'on désire une certaine fréquence de coupure f., il suffit de
fixer f.. Naturelement dans ce cas, il n'y aura pas smilitude de la pente en dB par octave ni du
déphasage entre les filtres anal ogique et numérique.

2. Détermination des coefficients par la méthode de la fenétre (fonction M atlab FIR1)

2.1 Principe
Cette technique consiste, connaissant I'expression analytique H,(jf) de la réponse fréquentidle a
approcher, a déerminer par utilisation de la transformée de Fourier inverse, la réponse
impulsionnelle. On sait par ailleurs que les échantillons de la réponse impulsionndle sont égaux aux
coefficients du filtre.

ha (1) = F(H, (if)) .
On part en général dune réponse fréquentidle "connue' mathématiquement de type fenétre
(rectangulaire = filtre idéal, triangulaire, Hann/Hamming,...) puis on obtient une réponse temporelle
non causale. |l suffira de retarder cette réponse pour larendre causale.

[llustrons cette technique dans le cas particulier ou I'on désire approcher la fonction de transfert d'un
f
filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure . = Ze . Laréponse fréquentielle désirée est tracée ci-

dessous et est définie par :
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A,

f

e

4 f
H, (if) =1 pour - = <f <=

& (it =0 ail 4 f/Fe
aH , (jf) =0 ailleurs
& 14 0 T
Pour cela, on part du module de la fonction de transfert H,(jf)a approcher défini sur l'intervalle
f, f
g- EGEGE Il lui correspond une réponse impulsionnelle qui sécrit :
d

E Jprt df SI n(zpfct)

ha@) =F *(HA(jf))= o

- fc
Pour obtenir la fonction de transfert Hy(jf) du filtre RIF idéal, on "périodise” la fonction Ha(jf), ce qui
revient a la convoluer avec un peigne |_|_|, (f)de période Fe.

Dans le domaine tempord, cette opération correspond a un échantillonnage a la période Te de la
réponse impulsonnelle accompagné d'une multiplication de I'amplitude par Te, on trouve aing la

réponse impulsionndle hy," (k) =T,h, (t)] _|_ l;, du filtre numérique idéal. Les échantillons de cette
réponse impulsionnelle sont les coefficients du filtre numérique non récursif idéal. Ils sécrivent :
h, =T.h, (kT,) = 28 ”(aolf(ckTe)
p

hA AHA
B

./// \\\/

» f

0 Foa

X *
MIIIIFIIIII 1= % =
0 0 >

0 t 0

hN AHN
|II‘_‘II| > f’
0 0

Deux défauts apparaissent alors. La réponse impulsionnelle est infinie et non causale. Pour éiminer
ces défauts, on procéde comme suit :

Pour rendre la réponse impulsionnelle finie, on effectue une troncature de la réponse impulsionnelle
échantillonnée obtenue, c'est-a-dire que I'on annule les échantillons situés a l'extérieur d'une "fenétre"

temporelle de largeur (M+1)T.. Tout se passe comme s on multipliait la réponse impulsionnelle hy
par une fonction F(t) dite fenétre rectangulaire définie par:

é (M +1) M +1
() =1 pour - —T_ <t<—T,
FM=1p S Te<t<— =T,

&F (1) = 0 ailleurs
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On obtient alors une réponse impulsonnele h*NM (k) tronquée ou seuls subsistent M+1 échantillons:

hy, (K) = F(K)hy (k) = F(K)(ha (Tl _[ _L,)

i, (k) =T.h,(KT,) =

é
ghy, (k) =0 ailleurs

Dans le domaine fréquentid,
cette multiplication se traduit
par une convolution de la
fonction idéale Hy(f) avec la
transformée de Fourier F(f) de

la fonction fenétre
FF(f) = sn(pfMT,) .
pf

Cette convolution fait
apparaitre des ondulations en
bande passante et en bande
atténuée e limite la raideur de
coupure du filtre.

hN

m pour _MEkE_
pk 2

M +1
2

AHN

y
v

Pour une fenétre rectangulaire et un ordre M=7,

on obtient :

h(4) = h(-4) = -0.0721
h(3) = h(-3) = -0.1010
h(2) = h(-2) = 0.1683
h(1) = h(-1) = 0.5048

| 0 | 0
X *
AF \
\
\
N .
0 Mz Tt ~ 0
A hNM Hnm
AMONA A
/ \ f/ | / \
_t A/ (W \\ / \L\f
T 0 T >
1.5
1"//\\\
0.5¢
\,
0 N~
0 fc=Fe/4 Fe/2

(b=fir1(7,0.5,boxcar(8)) sous MATLAB)
On remarque que la courbe passe par la demi-hauteur de la discontinuité. En augmentant I’ ordre du
filtre M, on augmente la raideur de la coupure et le nombre d'ondulations mais on ne diminue pas
leur amplitude maximale : c'est le phénomeéne de Gibbs. Les ondulations dépendent de celles de
F(f). Pour les réduire, on peut imaginer de choisir une fonction fenétre w(t) dont le spectre
W(f)présente moins d'ondulations que celui de F(t). C'est la méme situation que celle rencontrée
pour |'analyse spectrale et on peut utiliser les mémes fonctions fenétres. Si I'on choisit la fonction de

Hamming telle que:

é t O M M
t) =0.54 + 0.46¢c0 —— pour - —T <t<—T
an) 2 2 PO - T<t< T,

Qu(t) = 0 ailleurs
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hN AHN

—h

L1 “ [ >
— o 1 \

X
:
VAN /TN
0 i S f

0

oaha

Pour une fenétre de Hamming et un ordre M=7,

on obtient: .
h(4) = h(-4) = -0.0052 h .
h(3) = h(-3) = -0.0229 0.5 N
h(2) = h(-2) = 0.0968 S
h(1) = h(-1) = 0.4313 = -

(b=fir1(7,0.5,hamming(8)) sous MATLAB)

On remarque que s I'on a bien une réduction des ondulations, on a par contre une diminution de la
raideur de coupure.

. . M-1 .
Pour rendre la réponse impulsionnelle causale, on la retarde de périodes T.. A ce retard

M -
jopt M . .
MTlT temporel correspond une multiplication par € 2 | cest-adire a l'apparition d'une

phase linéaire. Les coefficients b, Sexpriment alors par :

sna:épf a?( M- 101’ 0
b, =T.h, @( OT g— pour 0<k<M-1 (fenétre rectangulaire)
ge o ai:( M - 10
e 2 g
sng2pf. 2 - M- 16 9
_ g °é 2 5°p® - 1600
b, = 0.54 + 0.46 co: —azf<- —~—’pour O<k<M-1 (fenétre de
ai:( M - 10 g % 200
pek-
e 2 g
Hamming).

Le filtre obtenu est donc un filtre RIF a phase linéaire dont le module approche d'autant mieux la
fonction désirée que I’ ordre et donc le nombre de coefficients est important.
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2.2 Utilisation pratigue de la méthode

1&re éape: Spécifier la réponse fréquentielle désirée du filtre Hy(f) (ou Hy(w)). Il faudra faire
attention aux fréquences de coupure a prendre en compte. Afin d'avoir de bons résultats lors de la
synthése, ce ne sont pas les fréquences de coupure du filtreidéal qu'il faut utiliser maisil faut
déplacer celles-ci afin deles centrer dansla zone detransition :

- pour un passe-bas, I'augmenter de la demi zone de transition,
- pour un passe-haut, la diminuer de la demi zone de trangition,

- pour un passe-bande, diminuer la premiére fréquence de coupure de la demi zone de transition
et augmenter la seconde de la demi zone de transition,

- pour un réjecteur de bande, on feral'inverse.

Les tableaux des pages suivantes nécessitent d'utiliser des fréguences réduites, c'est-a-dire des
fréquences exprimées non pas en Hz mais en fonction de la fréquence d'échantillonnage. Il y a deux
maniéres d'exprimer la fréquence réduite :

- la premiére consiste a diviser toutes les fréquences par fe et par conséquent d'obtenir une
nouvelle fonction de la variable f/fe, cette mé&hode est trés souvent utilisée dans la littérature,

- la seconde consiste a diviser toutes les fréquences par fg/2 et par conséquent d'obtenir une
nouvelle fonction de la variable 2f/fe, cette méthode est celle que I'on utilisera car c'est cdlle qui
et utilisée parle logicid Matlab pour effectuer la synthese.

2éme étape : Obtenir la réponse impulsionndle hy(k) du filtre numérique désiré, par I'évaluation dela
transformée de Fourier inverse, les coefficients de la réponse impulsonndle éant en fait les
coefficients du filtre. Pour obtenir la réponse impulsionnelle d'un filtre idéal, on pourra utiliser le
tableau ci-dessous :

Réponse impulsionnelle idéale hy(K)

Type defiltre hy(k), k1 O hy(0)
Passe-bas ¢ Sin(kpf.) fo
° kpf,
Passe-haut g sn(kpf.) 1-fe
° kpf,
Passe-bande ¢ Sn(kpf,) . sin(kpf,) fo-f1
2 1
kpf, kpf,
Réecteur de bande ¢ Sn(kpf,) _ fzsin(kpfz) 1-(f2- fy)
1
kpf, kpf,

Tableau 1 - Réponsesimpulsionnellesidéales pour lesfiltres fréquentiels standar ds

N.B. : Ce tableau est utilisable en prenant en considération le fait que les fréquences sont
normalisées par rapport a la demi-fréquence d'échantillonnage (comme c'est le cas dans Matlab).
Les fréguences f. indiquées dans ce tableau (fréquences de coupure désirées) sexpriment
également en fréquences normalisées.
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3éme égape : Sdectionner une fenétre qui satisfait les spécifications requises pour déerminer le
nombre de coefficients du filtre en fonction de lalargeur de latransition souhaitée.

Typede | Df, largeur de | Ondulation | Atténuation | Atténuation Fonction fenétre w, Kl £ N-1
fenétre | transition(en | enbande | dulerlobe | enbande 2
fréquence | Passante A, | secondaire | alténuéeA,
réduite) (dB) (dB) (dB)
Rectangu 1.8/N 0.7416 13 21 1
-laire
2pk
Hann 6.2/N 0.0546 31 44 O,5+ 0,5(;05W
(Hanning)
: 2pk
Hamming 6.6/N 0.0194 41 53 054 + O,4GCOSW
2pk 4pk
Blackman 11/N 0.0017 57 74 0,42 + 0,5cos Np 1 + 0,08cos,NL1
Kaiser 5.86/N 0.0274 50 Io(b\/l- (2K /(N - JJZ))
b=4.54 avec
- 0.00275 70 (o)
8.64/N . u é(xlz)ml;l2
(b=6.76) l,(X)=1+a é&— 0 avec M < 25
m=18 m! G
11.42/N 0.000275 90
(b=8.96)
Tableau2

N.B. 1 : Ce tableau est utilisable en prenant en considération le fait que les fréquences sont
normalisées par rapport a la demi-fréquence d'échantillonnage (comme c'est le cas dans Matlab).
N.B. 2 : Dans cetableau, N représente le nombre de coefficients du filtre (autrement dit M + 1).
N.B. 3 : Il se peut que les expressions mathématiques des fenétres données ici soient |égérement
différentes de celles que I'on peut trouver dans la littérature (ou dans les boites a outils de Matlab).
Ces différences traduisent en général simplement un déphasage temporel.

- Pour ce qui concerne les fenétres rectangulaire, de Hamming, Hanning et Blackman, il existe une
relation smple entre la largeur de la bande de transition et I'ordre du filtre. Les ondulations en
bande passante sont données en dB, les ondulations en bande atténuée sont identiques, ceci est
une caractéristique des filtres concus par la méhode de la fenétre avec les fenétres
rectangulaire, de Hamming, Hann et Blackman. Les valeurs relatives de I'amplitude du lobe
central par rapport au premier lobe secondaire sont ensuite données en dB. L'avant-derniere
colonne donne I'atténuation maxi en bande atténuée que I'on pourra obtenir, cette caractéristique
sera un critére de choix important pour le type de fenétre. Enfin la derniére colonne rappelle
les expressions mathématiques des fenétres.
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- La fenétre de Kaiser permet d'obtenir des ondulations différentes en bande passante et atténuée.

Lors de la conception, il faudra prendre la plus petite des ondulations en bande passante ou
atténuée d = min(d ,,d,) afin de déterminer lavaleur d'un nouveau parametre b.

Lorsque laparametre b = 0, lafenétre de Kaiser est égale ala fenétre rectangulaire, et lorsque b =
5.44, |a fenétre et trés proche de la fenétre de Hamming, mais pas identique. La valeur de b est
déterminée en fonction de I'atténuation désirée en bande atténuée et peut étre estimée a l'aide des
relations empiriques ci-dessous :

b=0 §A<21dB
b = 05842(A - 21)°* +0.07886(A - 21) §21dB<A<50dB
b =01102(A - 87) S A>50dB

ol A =-20log,,(d) représente I'atténuation en bande atténuée et d est obtenu par la formule
suivante: d = min(d,,d,) . Le nombre de coefficients N du filtre est donné par :

A-795
3 2 T

N 7,18.Df

4eme éape : Obtenir les valeurs de wi pour la fenétre choisie et les valeurs vraies des coefficients hy
comme éant le résultat du produit :

h, = hNka

Le résultat obtenu par cette méthode n'est pas optimal, c'est-a-dire qu'un filtre avec un ordre plus
faible peut ére obtenu par le biais d'autres méthodes (méhodes optimales).

2.3 Exemple
Obtenir les coefficients d'un filtre & RIF passe-bas pour obtenir |es spécifications suivantes :
Fréquence de coupure : f=1.5kHz
Largeur detransition : Df=0.5 kHz
Atténuation en bande atténuée : A>51dB
Fréguence d'échantillonnage : f=8 kHz
Solution :

Il faudra d'abord convertir toutes | es fréquences caractéristiques en fréquences réduites, la fréquence
de coupure sera doncl.5/4=0.375, lalargeur de transition sera Df = %5 =0125.
A partir du tableau 1, I'expression de hy, est donnee par :
hy, = f. sinlﬁpk][ocfc)
hy, =f.pour k =0.

pour k * 0,
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Le tableau 2 indique que seules les fenéires de Hamming, Blackman ou Kaiser peuvent satisfaire les
spécifications requises (A> 51 dB). Pour des raisons de simplicité de la méthode, la fenétre de

Hamming est utilisée dans cet exemple.

66 66
1. Détermination del'ordre: N = OF - 015" 528, par conséguent N = 53 ou N est e nombre de
coefficients du filtre, I'ordre est donc de M=N-1=52.

2. Les coefficients du filtre sont obtenus par |'expression mathématique suivante :
h, =hy, w, pour-26 £ k £ 26
L'expression mathématique de h (k) est donnée plus haut, celle dew, est la suivante :

_ a2pk o
w, =054+ O.46c0% 53 Pour -26 £k £ 26

La fréquence de coupure a prendre en compte (apres centrage dans la zone de transition) est la
suivante:

Df 175
f'o=tf, + = (15+025)kHz = 175kHz = = = = 04375

Les coefficients du filtre sont symétriques, il suffira par conséquent de calculer les valeur de h(0)a
h(26).
k=0: h(0)=f.=0.4375
w(0) = 0.54 + 0.46c0s(0) = 1
h(0) = h(0) w(0) = 0.4375
27 04375 .
k=1: h,(1) =———————39n(0.4375 ) =0.31219
v 2p~ 0.4375 (0437%p)
w(1) = 0.54 + 0.46c0s(2p/53) = 0.98773
h(1) = h(-1) = hy(1) w(1) =0.311
2704375 .
k=2:h,(2= sn(2” 0.4375 ) = 0.06091
v(2) 2" 2p° 04375 ( %)
w(2) = 0.54 + 0.46cos(4p/53) = 0.98713
h(2) = h(-2) = hy(2) w(2) = 0.0601

26 h, (26) = 2 0;4375 sin(26” 0.4375p ) =0.01131
26" 2p° 0.4375
W(26) = 0.54 + 0.46c0s(52p/53) = 0.08081

h(26) = h(-26) = h,(26) W(26) = 0.0009

-~
I

Pour rendre le filtre causal, on gjoute 26 a chacun des indices. Les coefficients du filtre sont alors
donnés ci-dessous.
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b=fir1(52,0,4375,hamming(53))
sous Matlab

h(0)= h(52)= -0.0009

h(1)= h(51)= 0.0002

h(2= h(50)= 0.0012

h(3= h(49)= 0.0003

h(4)= h(48)= -0.0018

h(5)= h(47)= -0.0014

h(6)= h(46)= 0.0022

h(7)= h(45)= 0.0033

h(8)= h(44)= -0.0019

h(9)= h(43)= -0.0060

h(10)= h(42)= 0.0000

h(11)= h(41)= 0.0090

h(12)= h(40)= 0.0042

h(13)= h(39)= -0.0110

h(14)= h(38)= -0.0112

h(15)= h(37)= 0.0105

h(16)= h(36)= 0.0207

h(17)= h(35)= -0.0052

h(18)= h(34)= -0.0319

h(19)= h(33)= -0.0075

h(20)= h(32)= 0.0434

h(21)= h(31)= 0.0325

h(22)= h(30)= -0.0533

h(23)= h(29)= -0.0856

h(24)= h(28)= 0.0601

h(25)= h(27)= 0.3113

h(26)= h(26)= 0.4375
3. Technique d'échantillonnage en fréquence (fonction Matlab FIR2)
Lorsque I'on ne connait pas I'expression analytique de H,(jf), la méhode précédente n'est plus
applicable puisgu'on ne peut déterminer h,(t) par transformation de Fourier inverse. On utilise alors
latransformation de Fourier Discréte inverse. C'est-a-dire que I'on "échantillonne" la réponse désirée
dans le domaine fréquentiel, on obtient N points de cette réponse fréguentielle auxquels on fait
correspondre N points de la réponse temporele équivalente obtenus par TFD inverse (ou FFT
inverse).
4. Utilisation du serveur web
Dans le paragraphe 5 du serveur, vous trouverez :
- Un quedtionnaire d'auto-éval uation sur les filtres numériques non récursifs.
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